CAPITULO 5

DERIVACION E INTEGRACION
(Continuacion)



INTEGRACION

e Historicamente, la integral nacid en el siglo XVII
a raiz del problema llamado “de las cuadraturas”;
es decir, del problema del calculo de las areas
limitadas por curvas.

* Por ejemplo, si se quiere evaluar el area de un
circulo se puede trazar una circunferencia del
mismo radio, ya que es la curva que limita esa
area.



Si se toma gue el radio es igual a uno (circulo
unitario) entonces la funcion f(x) representaria la
mitad del circulo:

Integral deun semicirculo

4 f(x) =v1-x?




e Supongase que es posible dividir el intervalo [-
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Como se muestra en la siguiente figura:
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Los numerog\x, miden la amplitud de cada
Intervalo; los valores f(} indican el valor de la
altura de cada rectangulo. Puede observarse que
este valor coincide con elinimo valorde la

funcion f(x) en cada intervalo considerado. El area
de cada rectangulo sera igual al producto de su
base por su altura. Y el area total puede expmesars
como la suma de las areas de cada rectangulo
(A=ZF(x)* Af(X,).



La suma de todos los rectangulos no es igual al
area del semicirculo. Pero se le aproxima por
defecto, y con un error tanto mas pequeno cuanto
mayor es el numero de intervalos considerados.
Por ejemplo, seria mucho mas proxima al valor
del area la suma de 14 rectangulos, tal como se

muestra en la figura<




* Los pioneros del calculo integral supusieron gque
podian hacerse infinitos subintervalos y sumar
Infinitos rectangulos; supusieron también que la
suma de esos infinitos rectangulos seria un
numero finito y que éste nimero seria el area
buscada.

e |La notacion elegida para indicar esta suma ir#init
es muy sugestiva, ya gue sugiere la palabra
“suma” por medio de la estilizada “s”.

e Esta idea primitiva es la base de la mayoria sle o
metodos aproximados para evaluar integrales en
forma numeérica.



Formas de construir rectangulos
(para evaluar el area debajo de una curva)
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* El problema basico a resolver en esta claseds el
presentar las diferentes técnicas de integrar una
funcion f(x) sobre un intervalo [a,b].

* Es posible que la funcidn f(x) este definida
solamente para un conjunto de valores de x en el
Intervalo [a,b], estos puntos pueden ser
equiespaciados o0 no. También es posible que la
definicidon de la funcion f(x) sea conocida y pueda
ser evaluada para cualguier valor de X
comprendido en el intervalo [a,b]. En los dos
casos, existen diferentes metodos para evaluar la
integral numerica de la funcion f(x).



Integracion mediante el uso de
polinomios de interpolacion

Si f(x) esta definida en el intervalo [a,b] es pesi
calcular la integral de esa funcion de la siguiente
manera:

b
| = j f(x)dx
a



Sea[a,b] elintervalo finito en el gyl cual ha

sido dividido en n subintervalos llamados)x; ]
donde i=1,2,...,n. Supongase qyexy X,,,=b, Yy

que X<X,<Xs<...X,;. Sl el espaciamiento, definido
por h=x,,-X;, €s constante, se puede representar la
funcion f(x) por un polinomio de Newton-Gregory
hacia delante de grado n de la siguiente forma:

f(X) - 1:O +£ijAfo +£ZJA2]"O + ... +£SjAnfO +( S jf (n+1)(€f)hn+1

n n+1



Integracion por los trapecios
(n=1)

Esta formula consiste en integrar el polinomio de
grado uno (1) entre los valores dgyx;:

| = j f(x)dx = h j f(xg +sh)ds = h j (fo + Afps)ds
x(0 0



Resolviendo la integral del extremo derecho:

Xl - 2_1
| = jf(x)dx ~hlfos +0fg S| =g +£,]
2 | 2
XO z 10

Para conocer el error del método, se sabe que:

T(X) =Pn(X) + &(x)



Error de Aproximacion

Xl 1
Errorenintegracit = je(x)dx hSIS(S 1)f"(f)ds
XO 0)

Si el valor de la segunda derivada de la funcign f(
es igual a cero, el método de los trapecios ed@xac



Aplicando varias veces la ecuacion :

b
h
| = jf(x)dx S g[fo +f1]+g[f1 ]+ .. +§[fn_1 +f, ]
a

Reagrupando términos:

b
| = jf(x)dx :g[fo £ 26 + 20y + 265 + 24 +... 41, ]

a
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Integracion por Simpson (n=2)

Si se aproxima f(x) con un polinomio de orden
dos:

x2 5

| = If(x)dx hjf(xo +s)ds = hj(fo + Mgs +A fo( j)ds
*0

resolviendo la integral del extremo derecho:

2

2 3 2
= jf(x)dx = h|fos +Afos7+A2f0%[S3 - 52 J
X0

5

= g[fo +4fy +1]

O_



Error de Aproximacion

Para conocer el error del método, se sabe que:

T(X) =Pn(x) +&(x)

entonces, el err@(x) vendra expresado COMmo:

X2 3
. ., A fo
Errorenintegracia = jg(x)dx hn—— Is(s 1)(s—-2)ds =0

xQ



El error gueda en el término d& por lo tanto se
puede demostrar que el error de integracion se
puede expresar de la siguiente forma:

*2
Errorenintegracian = J-g(x)dx = —% h°f (iV)(é')
*0



Aplicando varias veces el método:

b
| = jf(x)dx :%[fo +4f1+f2]+g[f2 +4f3 +14 ]+ ... +%[fn_2 +4f_q +1, ]

a

Reagrupando:

b
| = jf(x)dx :g[fo +AF) + 26y + 43 + 204 +..+ 26 o + Afy_q +1n]

a

Notese que el método de Simpson solo puede ser
usado en el caso que el numero de intervalos sea
par.






Generalizacion

e Siguiendo el mismo procedimiento usado
para obtenerlas formulas de los trapecios y
de Simpson, se pueden obtener formulas de
Integracion de mayor grado.

* En la siguiente lamina estan listadas las
diversas formulas de integracion existentes.



Formulas de integracion

Trapecios:
x1 "
| = j f(x)dx = E[fo +f,]
x0

Simpson:

x4
| = J.f(x)dx :%[fo +4f) +2f, +4fg +14]

x0



Formulas de integracion

Simpson 3h/8:

X
6 3h
| = jf(x)dng[fo +3fy +3f5 +2f5+3f4 +3fg + fg)

X0
Otras féormulas:

xd oh
| = jf(x)dx = E[7fO +32f +12f, +32f3 +7fy]

xQ



x5
E j f(x)dx = i—g[lgfo +75f, +50f, +50f5 + 75f, +19fs]

x0
X6 "

E j f(x)dx = —[41f + 216f + 27T, +272f3 + 2714 + 2165 + 41fg]
0 140

Las formulas mas comunmente usadas son las de
los trapecios y la de Simpson. En algunos casos es
necesario usar formulas de orden mayor para
lograr que para un equiespaciamiento (h) dado, el
error de aproximacion en el proceso de

iIntegracion numérica sea de un orden de magnitud

deseado.



FOrmulas abiertas

e Consisten en pasar el polinomio de interpolacion
por los puntos internos del intervalo [a,b], pero |
Integracion se hace contando los extremos (es
decir, ay b).

* Por ejemplo, para el metodo de los trapecios:

2

b 2 5
E j f(x)dx = h j (fo +Afgs)ds = h{ fos+ Afg %}
a -1 -1

| :Tf(x)dxzs—;[fo+ f|






Ventajas

* Es de hacer notar, que las féormulas de integracion
abiertas pueden ser de mucha utilidad cuando la
funcion f(x) no es facil de conocer en los extremos
[a,b]. En el caso de conocer sélo valores
puntuales de la funcion, podria suceder que no se
conocieran los valores en x=a y x=b. También en
ese caso, las formulas de integracion abiertas
podrian ser de mucha utilidad.



Metodo de Romberg

Si Ty 1 es el valor calculado de la integral (en donde
2N corresponde al numero de intervalos y 1 es el
orden del polinomio de interpolacion usado):

| = _Tf(x)dx

a
Usando para el calculo numérico la formula de los
trapecios. {, seria el primer estimado; es decir,
usando directamente la formula de los trapecios:

f(a)+ f(b)

To1 = (b B a)



LEW! seria el estimado para dos intervalos idénticos
de ancho (b-a)/2:

f(a)+2f @+ + f (b)

_b—a 2
2 2

Tl,l

simplificando,

Tl,l=§[To,l+<b—a)f<a+b;a)}



En general,

1 b-ais b-a.
TN,1:§ Tyon t Z f(a+ oN 1)

N-1
2 i=1

Ai==2

La formula de extrapolacion de Richardson puede ser
utilizada para cada par de secuengl@Tl, 4;...;Ty ;.
Por ejemplo:

TN = 4TN+1,13_TN 1




En general,

T 4j_1TN+1,j—1_TN,j—1
U 417 -1

La secuencia del Método de Romberg aqui
explicada, puede ser presentada en forma tabular
como se indica en la lamina siguiente:



Tabla Integral de Romberg

\ 1 2 3 4 5 6 7
0 To1 To,2 To,3 To,4 Tos To6 To,7
1 T11 T12 T13 T14 Tis Ti6

2 To1 T22 T2 3 To4 Tos

3 T31 T32 T33 T34

4 T41 Ta2 Tas

S T51 Tso

6 Te 1




Cuadratura Gaussiana

 En las féormulas de integracion previas a esta
seccion, se ha considerado que los espaciamientos
son iguales; es decir, que la variable indepenglient
X esta dividida en intervalos equiespaciados.

e (Gauss observo que si no se exigia la condicion de
conocer la funcion f(x) en valores
predeterminados, una formula de tres términos
requeriria seis parametros (en vez de tres, como en
el caso de Simpson) y corresponderia a una
formula de integracion polindbmica de grado cinco.



e Las formulas Gaussianas pueden aplicarse cuando
la funcidn f(x) se conoce explicitamente. Si por el
contrario, se conocen valores equiespaciados de la
funcion, ya que ésta ha sido evaluada
experimentalmente, se deben usar las formulas de
Integracion numerica.

e Las formulas de integracion de Gauss tienen la

forma: ! )
= [ Fgax= w f(x)

donde, wson las funciones peso y f(son las n+1

evaluaciones de la funcién f(x)
b

= [ f()w(x)dx _b-a j F ()W (t)dt

a



Cuadratura de

GausslLegrende
! 2
+0,577 350 269 189/(1/3) 1
0 0,888... (=8/9)
+0,774 596 669 241/3/5) 0,555... (=5/9)

+0,339 981 043 585
+0,861 136 311 594

0,652 145 154 862
0,347 854 845 137

0
+0,538 463 310 106
+0,906 179 845 939

0,568 88
0,478 628 670 499
0,236 926 885 056

Recomendacion: Estudiar ejemplo 5-3.4. U




Integracion de funciones de
varias variables

* Las ideas dadas en este capitulo para integracion
numeérica pueden ser generalizadas para integrales
multiples, pero debe tenerse presente que el
numero de calculos a realizar se incrementara
sustancialmente.

 Es por ello aconsejable tratar de reducir el orden
de la integral cuando exista alguna técnica
analitica que haga esto posible.



Integrales dobles

* El calculo de areas es un claro ejemplo de
aplicacion de integrales dobles. El procedimiento a
seguir es muy sencillo y puede ilustrarse de la

siguiente manera.

| = Txf f (X, y)dxdy

Y1 %



 Para evaluarla se puede seguir un procedimiento
similar al analitico

Y2 X,

|—Hf(x y)dxdy = jhl[f(x y)+21(X,y)+ (X, y)]
%[f(xo,yo)+2f(xl,yo>+f(xz,yo>]+\
| :h_22<hl[f(xo,y1)+2f(xl,y1)+ f(xz’yl)]+

%[f (%, %)+ 28 (%, ¥2) + F(x,, ¥5)

e

» Notese que iy h, son los equiespaciamienos para

las variables "x" y "y", respectivamente.



Integrales triples

« Al igual gue para las integrales dobles el calculo
de areas es un ejemplo tipico, para el caso de
Integrales triples el caso mas comun es la
determinacion de volumenes de cuerpos rigidos

gue tengan un eje de simetria (volumenes de
revolucion).

e El procedimiento de calculo es similar al
explicado en la seccion anterior, apareciendo en
este caso otro intervalor de espaciamiento h



EJEMPLO

Integrar numeéricamente la funcion erf(x) para
x=0,34 utilizando su definiciédn. Se busca tener un
error Inferior a la tercera cifra decimal.

0.34

erf (0,34):i j e*" dx =0,36936452
T 0

N
\i Valor

analitico




Metodo de los Trapecios
(h=0,02)

b
| = jf(x)dx :g[fo £ 2f) +2fy + 265 + 24 +... 41, ]
a 2 0,34 ,
erf(0,34)=— |e* dx =
N3

B 2
e-o _l_ze-o,oz2 +2€-o,042 _l_ze-o,oa2 _l_ze-o,os2

2 0,02 +2e°F +2e01% +2g0% +2g01% + pg0F

2 2
\/77'[ 2 | 49202 +2e—o,222+2e-o,24 _|_Ze-o,262_|_ze-o,282

+ 26-0,32 + 26-0,322 + e-o,342
0,346783




Metodo de los Trapecios
- (h=0,01)

ﬁ ?‘;e'x dx =

B 2 2 2
e-o +2€-o,01 _l_ze-o,oz2 _l_ze-o,os2 +2e—0,04

erf(0,34)=

2 2
+ 2005 4 26—0,062 + 2007 4 2e—o,082 + 2e-o,092

2 2
+2e0r 4 0g01F 4 26'0’122 + 28-0,132 + 26'0’142

2

+ 26—0,15 + 28—0,162 + 26-0,172 + 26-0,182 + 26—0,192 +92
2 2 2

+ 26-0,21 + 2e—o,222 + 2e—o,232 + 26-0,24 + 26-0,25

2
+ 26—0,262 + 2027 4 26—0,282 + 2e—0,292 + 2e—0,3o2

2
+ 26'0’31 + 26-0,322 + 26-0,332 + e-o,342

0,369358

e-o,zo2




Meéetodo de Simpon

5 034
erf(0,34)= — j eX dx =
N
_e-o2 + 4e00F 4 9007 4 45008 | 50,04
2 2
+ 4005 +2e'0’062 + 47007 _l_ze-o,os2 + 4e-o,092

2 2
+2e0r 4 4001F 4 26'0’122 _|_4€-o,132 + 26'0’142

2 2 2
+402F 4 2e—o,222 _|_4€-o,232 + 2024 4 4025

2
+ 26—0,262 + 4027 4 26—0,282 + 4e-o,292 + 2e—0,3o2

2
+ 4e-o,31 + 26-0,322 + 46-0,332 + e-o,342

0,36936410

2
+ 401 4+ 28—0,162 + 46-0,172 + 26-0,182 + 46-0,192 + Ze-o,zo2




Meétodo de Romberg

f(a)+ f (b)
T,,=(b—a =
01 ( ) _ 44'|'1,4 _To,4 _
2 ¥ 403 Coo 4
=——(034-0) = 4°0,3693364529 0,3693364529
m 2 4 -1 -
0,362707 0,3693364529

AN

1 2 3 4 5

0,362707725 /0,369382672 0,3693364500 0,3693364529 98588529

0,367713935]  0,369365636 0,3693364!1529 0,3693364529

0,368995271f 0,369364598 0,3693364!1529

0,336926162¢ 0,3693364534

Nlw[N|—|lO=

0,369338807




Cuadratura de GaussLegrende

f(x)dx—— F(t)dt—b ANTE @ )w
= | | Z

a

Dos puntos: | = 2 034_0 g F(t )W —
Nﬁf 2 -0

ﬁ F(t W, +F (tl)wl} =
2 2
o34 VI3 A3
JTT

+e

=0,274896



Con tres puntos

-0 N
2 1034-0 & Ew =
N/ R

OBA’EF(t )W +F(t )W +F(t )W }

2 2
_0348.5 '[*/:375} 5 _[_*/375}

=M% Ye +>-e
JT9 9 9

=0,287483



